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1.1 ESPAIS VECTORIALS
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1.1.1 CONCEPTE Q-=22s.X L
Mmogntudes escalases @ vn G voleq b Y ™ Toldyo
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magnludes vedhes @ mas de o~ VoL C"“"N.‘“"
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Aquesta funci6 relaciona la quantitat produida(Q) amb els factors que la componen (K)
i (L) que corresponen a factors de produccié de capital i de treball respectivament.

Inputs :: 226 K T2 4@ Output ‘_-'_3 Q L W 1 "\

=
Eje~gdo: IR
Un espai vectorial esta format basicament per un conjunt de vectors: C X, ,*1_\ + (.%\ : \s‘ ) = ()(‘ 1 ‘la\ ) XL t %7_\
Espai vectorial b + _"
Vector 1 , Vector 2 2 €
- - Ul b

La suma interna de vectors, consisteix en sumar dos vectors amb el mateix nombre d’elements de tal manera que es sumen entre ells els
9

. ] .., X+y=(x.., + (yq, ooes = ) ey
elements situats en la mateixa posicié de cadascun dels vectors: * FI= G xn) + O yn) = G Y+ 97)

El producte extern de vectors consisteix en multiplicar un mateix escalar/nombre per cadascun dels elements dins d’un vector:

A-X=2A-(X1, ., Xn) = (A Xq,...,A- X)), peratot L € R N 'S X)) = X, SN

= -
El vector nul és aquell vector el qual tots els seus elements son el nombre 0: 0=(0,0,- --. o) v a 3
o €RQ ER?
El vector oposat a un altre vector correspon a canviar de signe tots els elements del vector original:
També hem de tenir en compte les segiients propietats d’un espai vectorial: ? opu.v_v:k aao —X

5 & 4 - 3 >
e 2-0=0.Enparticular: 0-x=0. X +(-X)=0
¢ AX=0—me 3-06x=0.
o —(2-x)=(-2)-x.
- Y
j=0. — u=C2Y ¥ = 2\ 5
D_P-a-02) =00 eR

o )? - y Equivalent /\; .

1.1.2 COMBINACION LINEAL DE VECTORS

Un vector (V) es pot considerar combinacié lineal de dos altres vectors(V, 1 Vs) si aquest pot estar format per per la suma de cadascun
d’ells multiplicat per un escalar (mirar esquema):

Vi=k "V, + Kk Vy (“')53 = J.Cl,Qj +b®'4’3

—— [}
-~ LN I lT
2 nombres qualsevol [0} A \‘4 . u?_ L 4 K?, . 3
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Exercici 1:
Prova si els vectors (-1,9,4) i (7,3,4) son combinacio lineal dels vectors (1,2,0) i (-4,3,4).

Sy fweran <.Q: S Quera wrloinounn Qunes -

(-,2,4) = Q. .(4,2,0) + 5. (-, B\) (1,300 =a.C1,2,00 +h- 0,3 W)
m1=0-e F-a -4
=2 %36 = 3 = 2o +3b
H=0.up D bat {u:ou-«b,a L=Wo = b=\
S a > a=0O
6=-200 a=3 3=-2043 — O=3do = =
B o %.A NO
s, c.Q.
- 2 esdou LR, B M) NS es C- Qe s lOf
C-4,3,U0 = 3 (4,2, £ 4.0-1,3,4) vesivw. C1,2,03 w GRS .
1.1.3 DEPENDENCIA | INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORS 9. depend Y

u\’-(.") 5\ W= CR.Q,Q-)

. . , . . h . u‘b’- u)") Wq = CO, 4'0\
Seran linealment dependents si com a minim un d’ells es pot escriure com a combinaci6 lineal de la resta.
Way = (3,4) Wy, = (0,0,1)

En un conjunt de vectors els vectors poden ser linealment dependents o linealment independents.

Seran linealment independents si cap d’ells es pot escriure com a combinacio lineal de la resta.

El Teorema de caracteritzacio ens indica que en general, un conjunt de vectors son linealment independents si i només si existeix una
unica combinaci6 lineal entre ells que resulti ser el vector nul i que aquesta correspongui a tots els escalars = 0.

'11"\_’.1+'°'+'1k"\_;k=6_"nm—)/{1 =-..=lk=o.lo

Exercici 2:

Demostra que els tres vectors (7,3,4) , (1,2,0) i (-4,3,4) son linealment independents mentre que els vectors (-1,9,4) , (1,2,0) i (-4,3,4) no ho
son.

Q1,39 +5C04,2,0) 4+ ¢ (-4,3,\) = (0,0,0) al-1,2.49) 4bC1,2,0) + c(-43W) =(9,0,0)

—a+tlr-c=0 — b= ke +a

Ja+o -Wc=0 2 b-UlLc-TFa
Qo +2b *’ac:ol > qac2lYcea) £Hc=D

3 +2% +3c =o} 3o 4 2(Lc-F0D +Dc=0

Ya +4c=0 Qao+e=0O Uao. +1c =0 Ha+Yc =0
—_—— -\ —
3:+'§:~,_ \Yo -:3-2-:0 C\Ye S -.-.o]S Qa+Bc 220 +3C=0 Aa ;o'LS
Ha +Uc=p B~ © Ua +%c =0 QasMe=0
- +(‘,:.°/(_-‘-\3 e Y Q+C:Ok” o-—cC
+¢c =O o o «c=0 b= te-C =3C
2c=0 D¢E€=0 L_ y40-3.0=90 e cco oco c=\ a=-
b=3c S =3

az=b-c=0O c=c c=0 c=A

=> \os welmes (%,34) 4,200 4 (L2 = (o3 vedmes Son Qucolmele dapenes.

S~ Crneol mmenl \v\d&mﬁd&r\\e\-
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Relacié entre independéncia lineal de vectors i rang d’una matriu.

Les matrius son un element molt util per a saber si un conjunt de vectors es linealment dependent o independent. Hi ha un procés molt
senzill per a saber-ho en el cas que tinguis n vectors de dimensié n. Només cal seguir els segiients passos:

- 1. Formar una matriu col-locant cadascun dels vectors en una fila diferent.
- 2. Calcular el determinant de la matriu.

- 3.Siel determinant és = 0 els vectors son linealment dependents.

- 3. Siel determinant és #0 els vectors son linealment independents.

Recordem que quan el determinant d’una matriu és = 0 vol dir que el rang no és maxim, i si és #0 estem davant d’'una matriu de rang

maxim. Per tant: ~n
, ) n vedores da R
- Rang maxim —> Linealment Independents => VA\ £ O

- Rang <maxim —> Linealment dependents. =5 \Q\=o
3 veshrss em B> donda

S W =(-1,9.90
Exemple: u,=(334y ) 3 vechmes en R \x-:_.-. (4,30 \A\=0 . Son Q. degendien'ss
Wpz -uany | Son €.wndapend. 3= (4,2,0)
-4 q u —_ R
Ty oy n \e1= [473 4= 36-32-12%8 =0
A
Wiz [ M 3 u|=42-32-12-5 %0 -
A A O

1.1.4 SISTEMA DE GENERADORS

Un sistema de generadors es un concepte molt important dins d’un espai vectorial. Direm que un conjunt de vectors de R" formen un
sistema de generadors sempre que qualsevol vector es pugui escriure com a combinacio lineal d’ells mateixos:

\l\t ({|0 )03
(a.b.c)=a-(10,0)+56-(0,,0)+c-(0,01). = \ _(0,4,0y} Som
geneado.
ub'b L0,0)A)
Propietat ritzacio: Y ves-
K vectors de R" formen un sistema de generadors si i només si la matriu que formen té rang n. v N 2
ve R

Exercici 3: .

ol +bug + cu
Prova que els vectors (1, 0, 0), (2, 3, -1), (5, 11, -4) i (-4, 5, 0) formen un sistema de generadors de R®. V=ah * =
s " 1) 1

W, Uy Uy u\\

s, Ua, 0y 0y € I\‘l‘" Sevaw sewerodwes &> (“‘ Wa Uy U heve mvee 3.

A 09

A |23 vaagA 3 > SUT e B ol ewigle un Ot 3=3+0O
S 1 -u
“5 0

\:_\14_0 £0 M tQ =~ 0 = rw A=3

€S Y vesdves W=\ U,z O Wz Q30 Uy =S A W) Wu=0-4,5,0) Puran
on s lerne Ao serewmdmies &= R3
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1.1.5 BASE DE L'ESPAI VECTORIAL. COMPONENTS D’UN VECTOR EN UNA BASE.

Un conjunt de k de R" forma una base en R" si formen un sistema de generadors i, a més, soén linealment independents.
¥ Gernecrodiwes ¥ Q. \ndapendaentes =5 BASE

Relacié entre base d’un Espai vectorial i determinant d’una matriu.

n vectors de R" formen una base de R" si i només si la matriu quadrada que formen te determinant diferent de 0

IMPORTANT: 2 vecithes da R* som Q.\ndep => ‘bormlash 8sn wmrevoddues = RASE
3 vedwmes & R son Q. nep = tamleern o~ remdorey = BAse

t a )
n vednes e R son Cindop = Brmbe- son geraadney D BASE

a_ —

lA\£0

Exercici 4:
1A\ #£ O
Comproveu que els quatre vectors de R": (1,1,0,0), (2,3,1,8), (3,3,1,5), (0,0,1, 0) formen una base.

Como Yremos 4 vecthies doo iRt = solo newstmaos Ver sua so~ R N:\Lpe.rdm.n\e_s
3

y S SaB~ gereradies
—+- % Yy
4100 i o 40 -4 - <
SIS IR B - Dpa =
331 6 A A &5 31 S
Q00 12 0O
119
-4 }-}0- 234 | = -108)=-5S%20 = los vecdver s Luwdep
3% 1 %_
L —
1S +14+0-0-24 10 forleeR e sreradoel

Y
Torvan BASE

Vector de components d’un vector en una base

B 0% ) «pR» Q: . . = )
Consisteix en trobar les components d’un vector “x” en una base donada “B”. Si es compleix que: Bose ¢ {? Xy e s XD
_ - ey = - —
X=/11'X1+"'+l”‘/\’" X = NXU 42 X, 2.--4 A X2
Rt e

Los cormpovmertes N
em X en \a o

4“&\1 Xay---, ’C~>

Es I’expressio de xeR" en la base X+....+X, direm que el vector:
A=, ) R

Es el vector de components de )_() en aquesta base.
b
34,2 +203,-\) =(8,4) = bs wwrporerks W=BMW e Glowr (1,2), (3,-N

e \o
jer-e S~ A= | A2=2
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Exercici 5: 206
Troba el vector de components (2,5,1) en la base de R3 formada per els vectors (2,0,5) , (3,3,1), (0,0,1). 33 1 =6 #0O
h T 0 01
Q.\Mn?.

(3,5, =a-(2,0,>+6-(3,3,D+c (00,1 3 vethwes e~ TR 0. wd = gprer < BASE

2=2043%

G=3b — b= 5/

AzGa+e+C QoL =D &=

————

\ 6+US-10 w s cormporenes Sjoan
.3 S S s _ = =
1=5.09)+%re 2 1 T-F=c > — 6 buswnss

= S W

ca,b, )= 0% 5%, %)
1.1.6 SUBESPAI VECTORIAL. z
Un subespai vectorial és un subconjunt no buit d’un espai vectorial “tancat” per les operacions suma 4 prodwucye dlUn eccalar .

Per a tota parella de vectors dins d’un subespai vectorial s’ha de complir que:

1. Per a tota parella de vectors de 5: <
XyeS—me ¥iyeS
2. Per a tot vector de S i fot escalar:
PACONMISIRE. 2, JESaEie)

Exercici 6:
Prova que el conjunt: s = {(a, b,0) € R’aq, bGR} es un ‘sobespal vedbuol da R®
;‘-?=(a,\o,tcBeS A —
) x\ < x;
X3 =Cc.d4,0)eS
AeR
€s Sigpkwio Ces = S o wrhere @ vl rwle O &

(@,b, 0 +Cc,a, 9 ) = (a+&, b+d, :X eS

)~§‘ = >‘(.Q, ‘5,03 = (. >\Q, XE)ZB & g

S = S ro WO UN
seloesgasio ves®uol -

Subespai vectorial generat per un conjunt de vectors

Com tot subespai vectorial és, en particular, un espai vectorial en si mateix, admetra bases i dimensio. Un subespai vectorial generat per un
conjunt finit de vectors és, precisament, el conjunt format per totes les combinacions lineals d’aquests vectors.

Ejemplo: g {(Q,\,,o\ele :a,lee m73 8 v~ subesgacio vedvuol
— 2(2,b,00> = £ a(4,0,00+ L (0,1,0)> =<(4,0,0) +(0,1,0V>

b e tose & subosposo S
C::‘%tm (<
o=\ = C1,9,9) $ueos mngo (e 1401)° LMY
)
o=\ k—>1 C—Q)‘\). D s ig‘ﬁemdmns :
‘W\\S ‘,X,“,O\ = X(,l:o,b\ *’\& Lo){|°)

- o, D, 1,007
L(o+vk,b,00N> =404 S, dmerash 2 § =2

3
B aradf homrente = S = ‘\u,\j,enem . 2=0
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EXERCICIS DEL TEMA: ESPAI VECTORIAL 4, S\ W, es omb-Quraod

&L VWi V>

r——m— — - —
1. Troba els valors del pardmetre a c R de manera que el vector (-2,-1,5,0) = W, W, Uy L dapend = o (0,,85,u5)

Vo —_—n —
Sigui combinacid lineals dels vectors 2 4,7, 6 (a,2,—1,a). = O-RerrlD

S: s azQ Va0 (O 2,00 =2

(1). q ?- e,) ‘& =-%a +6O +O -6 -20a D Wi, Uy Qdap = T escl &
a 2 -\a 2 A T -3 +S4 =20 a=2 T, &

s\ A= -2 —— Tevsso %Uﬂ. ver a_vg z V\\ﬂgif\ u %K%#o
2 L § 0
2
——

-4 § O
“ }szA ‘q_-As ’gﬁ{g
2 4 2 2 4 3 = - A
2 ) -y0+29-2 =90
= -~ -

2 -

2. Prova que, independentment del valor del parametre meR, els vectors &4 vechnes .JR\ conrn Q.

P e,\ -1.e+so-\z 2Q =O

wdlp o ht(,\l\.\\l.,\h,\lu\
N

(13,0,-1), (5,-4,1,0),(0,3,-1,m) 7 (m,2,1,-6) son linealment independents. [~
Formen una base de R* 2 Raona la resposta. —_—d—
o
[} o -\ —_——-%
sbq.‘o -4 40 S 40 -‘t S -4 4
o3 4 ml=2|2A~|"3 |0 m]|tO ~N-jo »-1| =
- - L) 2 1
m a2 - *‘f 6 Im 1-¢ 6
24 42m vUm *\e ao +m"- -Sv A
= 224 A TRATMAD —F0 Bk, T +\S 1 Um= B 41O V'“ A1#£0 D 0,4z, U, 0q Rind.
— S

= -dm-22m -7\ =0

_=22 +(22«33) 4

Dty Ro~+ 3\ =0 m= 6 4 yeckws o R

3. Prova que qualsevol conjunt de vectors que inclogui el vector nul no pot ser = BASE.

un conjunt de vectors linealment independents.

ﬁ.-(0,00,_-,Q‘) n dumererwrol
Sohemos  deb (T,u.,uy - s W) =O u.._.,L____ B\
u% C— --)

Touwo~n BASE

L. vdey = sprend =

seron L wde 3L LA\£O

000---9O
O NN WOV

aoudo Vre- Qurea
Uy MUy Ma, ho puedoc @- e Godo wso
e R A = Q. andap - -
4. Prova que (-1,0,4,3), (6,5,0,3)/ (0,-2,1,0) son linealment independents i Q- \&\ =0

troba un vector que, juntament amb ells, doni lloc a una base de R*,
W, 'ut, Nay Qand oo fang C Wi, Ua, We) e Max\MO

-AL 0 U 3 R cwgeo A =23 L enske vadst 3xA £ O
A- (e < o3
o-21 o 'D ud
2\ Q9
= (~,0,4,3), (6,9,0,3),(0,-2,1,0) &9~ Q.indsg.

4 0 Y
6 5 0
Base: £(-1,0,4,%) (6,8,0.3) (©,~2,1,0) C1,Q0,00) > 0 <2 4
A 9 o
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g .
5. Prova gue, per a tot a # -1, els vectors (a,0,-3), (2,-a,5) /(0,1,a) formen U, ,u, u, de R Bose < son Riandop =

W, A M) £ O
base de R® i determina el vector de components de (2,1,2) per a=0. D deb Wiy

' Siaz-\= \Al=0 = Q.dap -
\K-A G\ -auo +O 5o +O = -—2-%0-@ = O Sivat-\ DIA\EFOD L ndop = BASE
M o™+5 rertes N 3
are=o Cornpe 3 vty e~ R
i o -a+6=0 ~ ~—
@\ S %8 [ (2,4, 2V @)1 0:9,-5) DLR.0,5)+P O, 4,
| S a-1tV1-4e6 z
Lo e 2220 =@y
A =p =2@=Y -
= — «
6. Demostra que si x,,...,X, € R" €s una base de R" aleshores també ho és el L==-3masn > 2= ™

—3=2-2m
conjunt de vectors definit per:

Sabemwos : BELX, , X3 -~ X)) #O

)fi_):; . L 2. \ndependienies

Y. = 1+

2 2 Tere~os eua ver dek (), u; -- Wa) £O = @. \nd = BASE
YH:]+42+ +iﬂ

énk(.)(\))(‘,-\)T-L ) 37\-\.)?1.).)(-3_‘ - ;ﬁ-;;-\-ﬁ«---*;«\ =

deb (X, X, |, X, +%; 4+-x

< 'V, 2%y, - - > XXt - 4h) A dak Lx, X, XANp +¥Xy ,—__, X4 -— + X
|l IQ‘ l\b
= d"et(i(_,. ’x"r lé\’ —_—— XA - +'X.-\ ‘\-&* LX.,X\_Tiz, —- L Xyx- 7"&‘\ “'% U\axl,x%) “” (i) e Y“S =
> - -— &tu‘,xi—:xsg —--L,%XR) $#£O
7. Determina una base i la dimensid dels subespais vectorials: Ad?
3 o) 2x-y=0 1= 2x=y p—
a. S={(x.y.z)eR:2x-y=0x-22=-0}. x-22:0 § = 2=2 -
b. S={(x.y.z)eR°1x+2y+32=0}. {(x,2x, _)) (4,2, \).—, <(2,4,40)
S
\ao=Q,
‘9) X-l-?.‘g*%a-_-,o Qive~sor 4 .
X=-2un-32
L(-2u-22, 4,20 = L(=2,4,9)(-3,9,43> == dameraon 2
— T
base.
8. Determina una base, la dimensid i lexpressid analitica o conjuntista de/
subespai vectorial generat pels vectors (4,0,-1), (3,5,2) i (11,5,0). —> eses 3 vedbus o ™ R. \wdep -
1) Cn.\c.u.lo.ms e\ Aﬂkx‘l‘h\ﬁo.\'\b: — —
=0+0 -\s +E§ -uQ *0 =09 0t .u'ox-\\g
) Obser om0

- d : Bo% (CR 0o, - o i’ F SF, - F
\ 5\ »¥S 13,(,%,5,7_)) AL NDVNDRON ?_ . X" 2 1\

- N +bo 2 uj 23 X g
C)(,\a,qr§- olY,9,-N+b(} 5,2) 06, , 9|~ ([g 5 9 ~ Z ‘f;; 2(.\!'\;-\-x\
x=a<3db -1 2% § M UYz+x
A=5L

z 2-#*% 'F-‘b: QF5+F,
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S = YIX, 9y, . Sx—\\\3+20; =0'&

OTro. monero: RBuscamee & plono Qua passa U= (4 9,
\
Wa= (3,50

. __ A =09,0,0)
\% =0-T1, 4203 40 +$x -8y
= 5)(—\\“—\—20% :’D//
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