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1. OPTIMITZACIO

1.1 OPTIMITZACIO AMB RESTRICCIONS D’IGUALTAT. (Cxy) ofTmMrar

yeshnwone )

1.1.1 PLANTEJAMENT FORMAL DEL PROBLEMA. gx,9)=0

L’optimitzacié matematica és un instrument clau en 'ambit de 'economia i de I'’empresa.
Hom pot dir que 'optimitzacié permet assignar, de manera eficient, recursos escassos
entre activitats economiques alternatives. Doncs bé, quan aquests recursos, a més, cal
esgotar-los, I'optimitzacié restringida ho sera per igualtats. A tall d’exemple, considerem el
seglient exemple economic:
Exemple: Se sap que la funcié de produccié d’'un fabricant d'un cert producte P depen de
dos factors de producci6, sent de tipus Cobb-Douglas de la forma:

Q(x,y) = 4-x% . y%5 unitats
onx > 0iy > 0indiquen, respectivament, les unitats emprades en cadascun dels dos
factors. Si els costos unitaris d’aquets factors so6n constants i iguals a 2 i 8 u.m,, el fabricant
vol esbrinar quin seria el cost minim de produir 32 unitats de P, aixi com el nivell de

cadascun dels dos factors emprats.
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Obtener las dimensiones de un rectangulo de perimetro 100 40
m. (ue maximiza su area.
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Aixi doncs podem definir ara, amb tota generalitat, la noci6 de programa:

Definicié: Un programa d’optims restringits o condicionats per igualtats (programa a

partir d'ara) és un problema d’optimitzacié que adopta la forma:

LA
Optimitzar z = f(%y, ., Xp) § {esale R —WR

s.a: 91(x1, .o, XOHEY

B, . xn) = by,

on:
1. z = f(xy,..,%n) éslafuncio escalar objectiu.

2. Xy, .., X, SOn les n variables instrumentals o de decisio.
3. gi(x4, ..., x,) son les m funcions escalars de restriccio.
4. by, ..., b, son les m constants de restriccio.

Cal tenir en compte que, per regla general, el nombre m d’equacions de restriccié ha de ser

menor que el nombre n de variables instrumentals.
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‘Conjunt i punt factible d’un programa

Definicié: El conjunt factible (també dit admissible o d’oportunitats) d'un programa és
el conjunt format per tots aquells punts del domini de la funcié objectiu que satisfan totes

les restriccions d’igualtat associades. De tot punt que hi pertany en direm punt factible.

Exemple: Donat el programa:
min C(x y) =2x+ 8y} Oloses VMO .,
! 0577005 — ;
s.a: y%5 =32 ""'J;WA =22 = corduon k)

1. Determina el seu conjunt factible. 3 c “

Q"“\r_' A

2. Prova que el punt (16,4) n’és un punt factible. = %
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Optim i valor dptim dilifliprogramia

Clx, ) = 2x + 8y PN -
y xO,S' %O,S -22

Definicié: El punt (x?, ..., x2) és un optim del programa:
Optimitzar z = f(xq, ..., X)
s.a: 91(x1, e, %) = by

Im X1y s Xp) = by
si és un punt factible que optimitza la funci6 objectiu sobre el conjunt factible associat. Per
definici6, al valor que pren la funcié objectiu en I'0ptim:
B, )

li direm valor optim del programa.
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1.1.2. METODE GRAFIC | DIRECTE.
- Métode grafic.
Teorema: L'optim d'un programa de la forma:
{Opt z=f(x,y)
s,a: glx,y)=»>b

es troba en el punt de tangencia de la “corba de restriccié” g(x,y) = b amb una de les
corbes de nivell ¢, de la funci6 objectiu.

Exemple: Aplicant el metode grafic prova que I'0ptim del programa:

max z=x-+Yy
{s.a: x2+y=1

es troba en el punt (1,3). & v
2" 4 \&: A‘X
xX+y=Clu
K=0 ><+ta=o Q= - H‘:’g
Ko X+Qy=) Y= |—X Q
U=y Riyet y=-l-x Xey=2
’((—‘\’S:I ‘s:\—x
‘3': 1-2 J 3= e
Q=A%
>(+\Q~= -\

Métode directe de'¥esSolUCIO)

s odeensds wordo las tesiicuones son Qneoles: Tonmlewn a2 goduo Uocer wondo resvlls
80—09- ds:-pﬂ-p.\" v \WNSende -zg_C(xfs\ L. o\.\eén\lo-

Qxmd =b ——= dopagaf Lo InWOgreIE v sushdowa en

o Spnuon QU Quarems

= 2 (3
-Resol aplicant el metode directe el programa {max B~ + X2 O ra

s.a: x+2y+3z=1 .
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(Exemple: Aplicant el métode directe troba els optims dels programes:

_ D
1 {Opt z = 2xy ~——— D 2_—.2><L5—>3'-)— -2X +6%
&) s.ar x24+y=3 —=({=d5-x

optimzor 1 2 = -2 6%

><7—= -\

1) 2'=o0 2'= —6>x*3 6 =0 = 6x:=6
2 (orep. 2% S9N WORINDL © s VDS

2y <0o = wox
2 o 20 =) e

%‘ = —6&1‘.\. [
2'“= —\Qx
2"Ca) = — 124D = SR v

2'ED = 2A>0 = e Thw

= X=6+\5—-'/§X=—6—5=%
2=-29\ > 2= 6-4=2

(3,3, =3 -AD2L AN
= A+ \2-6 = -3
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wotener las dimensiones de un rectangulo de perimetro 100 A OGN = . v manx
m. (que maximiza su area. X4 = SO _s w=S0-x @w=2<
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1.1.3. METODE MULTIPLICADORS DE L AGRANGE

Definicié: La funcié de Lagrange associada al programa:

(Optimitzar z = fxq, o, ) S-. IR“ —N
i s.a: 91(x1, %) = by

Im (X1, .., Xn) =8

és la funcié escalar de n + m variables definida per:

m
L0ty vy X Agy ooy A = F (0, D) Z A - (g Cpy ) = by).
i=1

Les m variables A4, ..., 4, € R s6n els multiplicadors de Lagrange del programa.

Exemple: Determina la funcié de Lagrange dels programes:

1) {min z =2x+8y @) {max u=xy+2yz+xz 3) r:aax “ zf_y;.l.zjz:zyz
== ls.a: 4x%5y%S A" (SR 7 — 1 — e 5

COLEx,4, ) = 2X+By- )1.(qx°’_s\3°'s_ 32)
C2Y LEX,4,2, M) = X9+ 202 +x2 — ALx+2y4 432 -()

L3) LLRAW, 2, A, Aa) = X9+ 2x3 4% — AN (x+yi2-2) - X, (x-y- 6)

Condicidfilfiééeéssaria d’o ats. Punt critic d’un programa.

(Teorema(Condici6 necessaria d’optimitzacié restringida per igualtats): Si (x{, ..., xJ) és un
optim del programa:
Optimitzar z = f(xy, ..., x,)
s.a: g1(x1, 0, %) = by

[gEs. ..., x,,) = b,,
existiran necessariament m multiplicadors de Lagrange 29, .., 29 € Rtal que, juntament

amb les n components de I'0ptim, anul-len el gradient de la funci6 de Lagrange:

oL(x?,...,x3;29,...,2%)
0%, h
oL(x?, ..., x9; 2%, ...,2%) o
dx, -
oL(x?, ..., x9; 2%, ...,2%)
=0
FYR
OL(x?,...,x3;29,...,2%)
=0
oA,
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Definicié: Un punt critic (o estacionari) d'un programa és un punt ractible que anul-la el

vector gradient de la funci6 de Lagrange associada.

max u=xy-+2xz+yz
Exemple: Determina els punts critics del programa { s. a: x+y+z=2

x—y=6
A) Fonuon Qa logange :

LOx,4,2, A0 A2) = XY+Lx +4¢ —A(X+yt2-2) A, (x“ﬁ"e\

;L) V[_(_x,v_\)a, X.,?\z\ =0

e 21 -A-Me =0
-a'l::%‘\'ll '—>\4—>‘1 =0 1 %'\ R +*
% = Surerdt (A34C2) x+2 - Ay + p2=0 -

(k)) J )
L _xi1+z2-M+M =O G+ x +32 S2M=O NG 5
4

& g .

_a_L-'——?_x+k3~N =o) 4 i:o W= =\ 32=0
2z ~ S

~232=0 * (M ys)

)
_aJ:-~ —(xX+tYW12-2) = O 5X+\5-3%=0 4A 4 42 A 4 4'2
AN ® > X %y *2 =2 —r 3 4 —5'.03«0 O -2 6)-6)~
(.%) )(_“._._6 4-14 o'e O -2-4.4 3
?J—_z —Cx-\s—GB:D ~ ‘FI:= ?l_s(:\ F‘:qg,":&
) To=Fa-F o
3= Y3~ N
A4 a2 = G3=1\0 => & .
'\J(O L - I-g _z%—é}g—c > -7.\3-_-& a@ Doz D —%?-\-— 2 _a
(o] S =
T = 3 4 -3
é'\ e Q.D.Y\h -3

U X,4,3)= (3,-32) G ow\leliodres s Logsang @ M =3, Ae=-2

Matriz'hessiana restringida d’un programa

Definicié: La matriu hessiana restringida d’un programa és, per definici6, la matriu

quadrada i simeétrica que té per coeficients les derivades parcials segones de la funci6 de

Lagrange respecte les variables instrumentals:

YA 0%L
éx_f 0x,0xy,
iz o G o B bt oo A : :
d%L 0%L
0x,0x,  0xZ

max u=xy-+2xz+yz
Exemple: Calcula la matriu hessiana restringida del programa { s. a: x+y+z=2

x—y=6
V) $unuse losouove:

Lix,,E, A, M) = XY+ Lxz Ayt — A\(x.\.g,s+%~‘)_x adUx—y-— 8

L Ve %% =4

_— =0 >

sL _ W 22—, a’:f AL x+3-Mvd T3 Lo
¥ — XL _ I\ S99

ax 2
\f\ ~n 2 l.- i
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(Condicié suficient d’existéncia d’optims restringits per igualtats.

Teorema(Condicio suficient d’existeéncia d’optims restringits per igualtats): Sigui
(x2, ..., x3) un punt critic del programa:

Optimitzar z = f(xy, ..., Xp)
s.a: 91(x1, e, %) = by

In(x1, ey %) = by
amb m multiplicadors de Lagrange associats 43, ..., 1%, € R. Si la forma quadratica de
matriu simétrica associada:
Hy, o, LGP, o x5 29, .., A5
restringida al subespai vectorial definit pel sistema de m equacions lineals homogenies:

agl(x?' ""xg) .
0xq

. agl(x?' ""xg) h

(0 =Vg(x, .., x) - (xq, o, xp) = X+ e+ a
ax,

agm(xi)' !xg) Cx + s + agm(x?' ---;x‘l('JL) .

0= ng(x](.)l ---,X-g) : (xll --'ixn) = axl 1 axn

n

és:

1. Definida positiva, el punt critic (x?, ..., x2) és un minim del programa.

| 2. Definida negativa, el punt critic (x?, ..., x9) és un maxim del programa.

Exemple: Prova, aplicant el métode de Lagrange, que el punt critic (3, —3,2) amb
multiplicadors de Lagrange associats 4; = 311, = —2 és un optim (maxim) del programa:

max u=xy+ 2xz+yz

s.a: x+y+z=2 ERa B xegiz-2

X—y=6 P Cx,u2) = x-4-6
I X o 3
[ O L 2 A R
HL(X,\&Q:,)\.,)\;_\ :5(-& o1 = Tovwa evoduoction:
2 49

Qlx,9,)= DxL-»O\»:'+ 0¥ ¥Lxw* Uxg 4 2\31
QLX) = Txyr W xe +2qe

O- V (3,-3, D). (x,4%,2>
\ v%\ . “ Vg 0u2) = (4, 40 = Jq (3,3,20= Ll
T VGQ,03,3 2 - Oxy,2) qszcx,vs,-‘t\ = (1,-\,]D = V%zt’a,—%_‘l.\’— CL,-),0)
L A0, X, 2) = O

CA A, S EX w,2)=0

lk:, xagte=ol ——> XFXATC e

*_‘3 =9 — \3:)(

R P

B lx, g, x) = 2x +Ux2T T2HWT _ ,
2-
GUX, x, “2x) = 23 M. (22x)+2.x .CDY = Zx"- gx-uxt= o4O =5 oPMN €S

-, O HA Y-
(>,-3,2) & \TAX\TLQ,- volm ophwR: Wwi(3,-3,2)=-~-qQ+12L-6=- 3//
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(Ejemplo)8.8. Optimizar la funcion:

D Fuo~ude & lagmre !
LOxy, N = 6-9x-3y - >~1L,2-+Q_\3

flz,y) =6—4z—3y 2) JLLx,y,N) =0
-Q -2
sujeto a la condicion aL B - =X A= = .
=1 So= Y -2xA=0 O X D
al— = =3 ?,(o)\ [0 & D) -
2 3‘3
€3y x4y -1=0 L - -2 \\c;a
<Fe (322 | > €=
XL'\' q——-x?—z\ = 16x%Q <% 16 * Siox
[ ————

! 16
2sx7=16 = x=1 “—'{_g =
3) obva eswora resiaredo.

Hiew L l% -S' (

4)
Vact M=o = (8,2
8 [
—;"“'-;bzo = L\x-y%n

A0, —q_;}= s>t g L_“—X

\A! , -?a

T'lAmRQ :

<0

O-Qxzo |x=0] = N= 720:2—
‘7-_" (0101 ”q-"s < 1
ra
) H,g\s L Co,o; %‘X Gﬁx\\g=2-x7'~ ‘_‘_‘ 9
Ry = (o ,__2_,‘3 €=, \ /“3 \_3,__ = (-Q, 90, )=0
(-a 153\(99)
—]_/x =0 x=0

4(o,y)> c - 225 W quo,w= §¥Wso
R S8 > WO WINIR
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1.1.4. INTERPRETACI® ECONOMICA DELS MULTIPLICADORS DE LAGRANGE

Teorema: Sigui (x?, ..., x3) un optim del programa:
Optimitzar z = f(xq, ..., x,)
s.a: 91 (x4, e, xp) = by

G (%1, s X)) = by
Aleshores, si la constant de restriccié b; € R experimenta una petita variacio Ab;,
I'increment Az, que repercuteix en el valor optim del programa:
zo = f(x?,...,x2)
és aproximadament igual al producte del multiplicador de Lagrange corresponent A7 i de
I'increment de la constant de restriccié Ab;. En altres paraules:

Azy = A - Ab;.

a. SiAY < 0iAb; <0, el valor dptim z, augmentara aproximadament A? - Ab;.

b. SiA) < 0iAb; > 0, el valor optim z, disminuira aproximadament A? - Ab;.

c. SiAY > 0iAb; <0, el valor optim zy disminuira aproximadament A9 - Ab;.

d. SiA? > 0iAb; > 0, el valor optim z, augmentara aproximadament A? - Ab;.

e. SiA? = 0 aleshores, i independentment del valor de Ab;, el valor dptim z, gairebé no

variara. 29

S — NPy e A e S AR A S A S A N

Exemple: Resol pel métode de Lagrange el programa de 'exemple economic introductori:

min C(x,y) = 2x + Sy}
s.ar 4x05y%5 =32

tot indicant si és rendible produir una mica més de 32 unitats del producte P.
O,
) Forudn &= Loggorgg w LLxuy M) = 2x+8y - A (G x"Cy “_22)

g _ 4 _ <
D) JLxw, N =O :_'_—’:= 2 ALlx QQ%O.Q = 5 A‘—P-)'<°‘s~§'s x_ols\?& .
ot - S ")"1 ‘7"(06‘3-0‘5 8—30 R P -8 _ = -~
&y @) T, es -SS IS \a—u\s
oL _ _ 2£ .05 .3 =0 B _
YN EE N, - ° )cm - — M = X°‘.s\&°’;=‘!x°‘.gt<\°‘s
Tereros x= U9 x°% ‘g.s S N e v‘é N ]
X oS 0¢ — X :y._ _)i:‘-!
3D 3)_=th°'%3°$ =S 224 (M -y = 52:8‘3\.%‘ Aj KO os éf?“
3 - = =\ = X= 2
>y ‘3-—\\ = X - . R _o,s%_o,s) . Me -4
_ ™ —M X =D NL(L6, v o2)= \~yy 1
d) Hilx,4) = (_)l;o.s %-o,s x, X O "fhs
— _ - 2
@  junusr waddfa: QUxmdy= = W - 3 XY
S 0% -0s _
W Jglem.togd=0  Talx) =255, 2575 = Jguen= 4.4
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- W2 .2
IV, )= L\G'L"“{S-*"Ql'ibq%\'t&‘ b""'\) '\'9‘\& Q\Q S0 = SO0 Q-“G: \(.3 .
Vot Spme : RV6+BU=0"
SR ¢ (ome A=2>0 neo inlecca Poduue

™= yo oue <L O minw© & do 6N awm, G menYon e opsvmr\mNr\\e. duw-m
PL undod  odLIS !
N=2>0 O&b=|l = N-Abp, =2 = GormerYosio Z-AM- DS No nos Inleresa -

Exemple: Suposem que tenim una cartera d’inversio en dos titols amb unes rendibilitats
esperades del 8% i del 4%. Si el risc de la inversi6 ve mesurat per la funci6:

o(x,y) = 0,0016x* + 0,0004y% — 0,00096xy —> Yrnudn neseS
onx > 01y > 0denoten els tants per cent de la cartera invertits en cada titol, determina:
1. Elsvalorsde x > 0iy > 0 que minimitzen el risc de la cartera si volem obtenir una

rendibilitat conjunta esperada del 5%.
2. Com es veuria afectat aquest risc si la rendibilitat esperada fos del 5,5%.

) oovn ) = o)oolbx"-\-o,'booua"_o,eDOC(&x\A
0,08 % +0,04% =9,0%

L) Fonusm do Lossmage s LEKRs A, = ©,0065 4 050004y = © 0006 XY ~ Ay (5,08 + 0,0 4y-Q0S)

9,003 % —0,20046
2L _5,0032 x = ©,00096 4 - 808N\ =0 ) > b N
e

=XTE) =
SL_ 06,0008 y =0,088%6 x = O,0MAL =0 o 5 - B908y = OO0 REX
3 o,oM
SL _ _ (0 08x+0,0uy - D08D =0
a -
/_J—x—/o“ooszx ©,000064 _ SEBRESEOBEE X | (0028 x —©,000058UY =
=

©,09 S oM = 0,000064 ¢ — ° , 00007968 %

0,00Q204® x ~ ©,000192 v x- ©. o002 W = 4_3 > [R=2x
O, SO0 ZOND

0,08 x +O0%.(Ax) =0 0%

2 -
0,16 x ='©,08% > = g_z?ggi = \5=a'i= s X= 5&‘0'0057
Q A4
N N &k - e - Q,001a2 x
Hag BCxm oA 0,0032.  -©,00096 gu,«g ©,00 32X 0,000 %- )
R N ™M) = ~0,00096 Q)QOQB

3) Vﬁc%,%\.u,\@ -0 \73(-""63 = (0,08, 0,08)

= = - 2%, ~2rY>
O08x + QMY =V = Bx+Uy =0 Lx +9=0 W=-2x Cx,

9L X, ~2x) = ©,00823 , ©,0008 (2x¥ —2,00 422 x.(-28) o X
.—:ooo&x x O, Ooblx a oooaqu SO = C—bl_ O

-6
Bb, < 0,055 - 008 = 0,°%s M=0008 >O© X, Ab,= 0,005.0,005= 25.10

M, V4
—% 1, S © \
S5% % '6% = L resQO Q.P:Q*\ modoamenie W\'OJ\D- an
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EXEMPLE : Una empresa produce dos tipos de bienes A y B en can-
tidades x e y respectivamente. El coste de produccién de los mismos viene
dado por la funcion C(z,y) = y* + z(2z — y). Si entre los dos bienes pro-
ducidos deben totalizarse 10 unidades, determina la cantidad de cada uno
de ellos que minimizan el coste.

1) min  COX,w) = \37'-\»« U.x—\s\ = '3?-"’ L XY k
SO x+y =140 ALX\I= X +AQ—O
) To~use Llogpre: L(.,x,£3>)\.1‘\ = s:\-lxl— W= ANlx+y

8 TLlxu;N3=0
i:\!x-%—)\uﬁ Q) ) ~b QX—QQ=)s

A
&;l\s-x-)wo Q) [— 2\ -x=2X
o w) €2y = '_3_§*
Bl - _ (x+4y-10) =0 = Y3
CEN

_has _2

x= A 2

WV Ressare Askargdo

g -
HOGqA) = (—\ 2

)

5 1S ,28.y.35
) g%t Rk A= 2 L-x;—-zx(:"x

28 x>0

) % )‘%é
ExE

rior la dism
sin resolver nu
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ExEMPLE : Una empresa tiene la siguiente funcion de produccion:
f (z,y) = 60z/3y2/3 donde z es el coste laboral e y el coste del capital. Si
se dispone de 120 u.m., optimiza la funcién y halla el méximo de produccién.

n
Analiza qué ocurre si se aumenta en 5 unidades el presupuesto. .9‘; = a,“‘m
4) wax [Cx,4)= 6O <" @7 -

S0t X+ =120 h %
) Forusn logroarg: LOxA) = 60x -7 — X (x+

3) VLlx,w,AN =0

X¥x =24 = 3Ix=

L)) H""A [ EREPNY

(20
oL g’

*Q__Q,e’,?-_a)ga?' 20 D Ao

( “o,90)
A=2¢AS
= 182 'Te
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OPTIMITZACIO AMB RESTRICCIONS D’IGUALTAT.
EXERCICIS FINALS DEL TEMA

1. Resol aplicant el metode directe:

L
(a){min z=x2+5xy—1 —————= T= X +GxDx_ 1A
sa 3x-y=0  —& 4=BX o o o4y

} 2= 46x-\

man 2= 6xF_ 4

1
€=3™x =20 = x=

Ccn\? Qe en MormaeD

1} -
CQM?'. U.\ =-NLO ™Mo« =D

CordunSe - L% .2, is-) e RO

5 ou 216 e\

= . =13.8 . S0 =2 =
Vot Sphea @ = 2 g"'%%s 2 T 15 S
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{max u = 3xy + 2xyz S : \Rg’ —_—e R
(© s.a: 2x+y—z=1 CX,4,3) — Bxux 2Lx2
'}
4= lag-Ax>

W =3x.(142-2xD +2x- (s 2-2x)2
A
= B ¢ 3x1—6x7’+tlx+lx1 AU = DX ADx2 =B LxT 42xEE UL X2

t 5
WEX,2) = -6xF+Jx+ Sxz +2xT-Ux"2 §:R —s e i
2 24X
1?6-—‘ (x‘z>‘ B -sx *3”‘*SX1‘+

D VuxaxdD=0

o (€))
E—— = -Lx+d+Sg+2e*-Bxe=©
ov

27 ° Sx tWxz-Ux"=0 @

Y

/ X=0
DIx(s+%T-Ux)=0 Sz -Ux=0
c4)

S X o =>B+Sz 4 22°=0 = 2A&'+S2+3=-0
z--5xy{25-423 _ ho: ! <z

-4
sst a7t
P [2ce-3)] ) :

4

S E‘—%—_5 X = S*q.(’“};! -4 o ‘f\. 0 —E Noe paden <\

\ v T2 B’ 3 L7 PITTo

) (&)
ST G Mz -Ux=0 =5 '5.%‘3.-‘=x = —\a-[‘ﬁ‘i-‘\»fs-»st -»11"-6'[5—4:—}-1'5 ==
[y
—15 <12 sz = -8 =
s 1+§_+si&é‘5 10z é} = O .
—62*-1312 ~\1-0 e2%ainzri2=0 w-"Yilvuecpn 3
2.6 I
= a;-é = X = S*q.('sé)__i )P L_—‘ —3\ <
z ") 3 & S

2) Busions o oz Ressiaca .

ch‘%_\ N ("2“83 G 4\ E—Sx)
Ss2.8x Ux

3!

HC I '1-! " 'S Tndadendo = ~» S\o.-
QJ—\\ \1 'b\ DL= 'r ;\:*\Q_O 3‘ oo

.y | :
H(O,“g/\-_ _° is E: wda, D P sda -
2 ( A\ © o, = \?\ g = A\ """-g
RO, 22\ _ (D {1
h 1’\‘ 4 - Ba- |0 4 ktﬂﬂw%h
- \4 -4 l: -\ <
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-y Vol Sptieo Wz dxy tAxyt

e oreas el 4 (IR
=A-3AE= = A
: © 216

max u=xy+2yz+xz

2. Resol pel metode de Lagrange el programa: {s. 2 x+2y+3z=1

1) Funeor logsorg t LUX,49 %, M) = XY+ 2y + X2 -

2 Viixw &, A) =0

S==94+t2-A =0 D )

L _ xi2z-ax =0 )
Y

%’—;-: 244+x-3A =0 )
oL )

o = =(xX424+32-N =0
X —13':0 1 2
x-‘uv&e:o

= 2x% 4 Zxz + Uyt

X4 2+33=0 B x= ~29y-32 L2y -3%, %’2-)>

(-2 2) = a(- TY Y+ 202~ 230). 2 + Wy .
= —UGT_G2y Uy -G Uyt = Gy -627-62Yy

-\ - _ e o< ~
(_5% Loy Ayvde  regghern => Vo 2\mo -
- e 2,4 ,4) wn 2=
Kr. ’S’ e (=S
\ 22 A 4.2 4, 2.2 2
o&nno.mmo,u%s*zs‘s...s‘s \S,/
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5. rrova que el programa:

{min z=14y*>+3
sar x2—y?2=1

no es pot resoldre pel metode directe pero si pel dels multiplicadors de Lagrange.

i) Fonudw e L"*SW"\Q—'-
Lex,q, A) = Sygaa - AOEw-D

2) QL(x,Ls’X\ =90
<

oL 7 P
== - =9Q ) =D -2xr=9
(<))
ﬂ'. = =0 .
;h - 8\5 +l%) (.6) S\ x=
€9
oL z 2 -
TR

(1) 84+2y,.0=0 D
(B X120 = x=+ |

D = Oxw '8-{'-& OxYy = 8%">0
Z 2’:1? oW >

= 2,V = ‘2’“:;3 <(o,u)>
X=

_ & C4,9) A=0
C>20 = AR podhve = FLow 3 ey A
s’ -

WO L €= L\g’+%

TLL,o)=4.0%2 =3

2CA,0)=4.0"+v3 =3
Vi
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4. Una empresa, que fabrica dos articles A i B, sap que pot vendre 400 unitats de A a un Avki alo @
preu unitari de 720 u.m. i que un estudi de mercat li ha permés coneixer que, per cada ndad
N ades
10 u.m. de disminuci6 en el preu de venda, es produiria un augment de 2 unitats en les ?N wo Y
seves vendes. El mateix estudi recomana mantenir el preu de venda de B en 1480 u.m. J20 yp?o
Si la funci6 de costos totals és: :F 10 yo1
C(x,y) = 5x% + 10y? 4+ 50.000 )
- . N ) (7a0-102) | (uoO+2%
on x,y = 0 indiquen, respectivament, el nombre d’articles A i B produits: (a) Calcula el

que s’hauria de produir per a maximitzar els beneficis. (b) Fes el mateix suposant que . ) 0
Ve d‘sm om
només es poden produir 100 articles entre A i B, tot indicant si millorarien els beneficis i_) B %

si es pogués augmentar la produccié una unitat més. Acliclo B

%Q_YVQX—.\U—DS > L\W _ (bﬂ Preuo = 80 u-m
e———

X-Pn * QP = cox,wd) - Yoo+
e e 00

= =2
Y Cloony A b

x.(:[lo-\_o_'& @ \ \&N%Q

® C".V;B: (120-9S x AOVO) X 4 ANROY — [Sx" " -10\31-\.50000—]
= 2F20x =Gx% & AMBOw - S 53— Oy ~S0000
= — 0 +2320% & ANBOW ~ J\o{-sooc‘o - LI

2B _ _joxiaza20D =0 x= 2220 - 436 (PWpOS Qb ¢2 ok
% N

) - = 80 _ 3¢
8% . 1ue0-204=9 ) = R

_ D,= -2 2 MARHO
_ao| © D= -0 <O ’ A} regodvr ¢ N
E— -29 ©
H"% - ( ©  -a0 O3 = \oz —20 | = \0>D (126,34

‘&= _‘LY\T\
b) BLxX,W) = —10x 4 2120 x + B0y~ WO -SSOO 9'= n.&b‘\n—‘\ oo
X-Hj-:%OD rTa = dgs?g',\Q \&s A0 -%

2
B = —10F 4+ 240 x 4 WBOL 10— = 19 100->) —S0-000

' WSO -20 (00 SO
BixY = —=20X 2320 - - _'B’L\w_e\
= —20% + 1aM0 4+ Q000 -20% = QO X ADLNO =0 X = rroake

\\} _
B )= -0 «0 ™or-

& naEs\nD e x=84 = \&: 100-9\=\9

Voln opbwno: o) B (426,310 = - 10.136” 4 220036 -10.FV* 4 A480.F4 ~20000

= 189320
PN
) BCaA 0D = —\0-3)?\9:-(-10.31 +2080.19 - X0.}M"-S0.000
= R2A%22-0 4
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5. Una empresa que es dedica a la col-locacié de mosaic, moqueta i parquet sap que el
benefici per m? que obté per la instal-lacié de mosaic és de 2000 u.m., de 2400 u.m. per
la moqueta i de 2800 u.m. pel parquet. Sielsx > 0,y > 0iz > 0 m? de mosaic, moqueta

i parquet instal-lats satisfan 'equacio:
x?+y? +70z = 5375
determina els valors de x, y,z > 0 que maximitzen els beneficis totals i discuteix si

millorarien en el cas que I'equacié fos: x? + y? + 70z = 5374,

Plonleanws : BCx 1, = 000-x + quo,‘ + 248000 -®
Caa x> 4+30z=9S23s
1) Mulbiplicodtn Logmng -
Lix,4,2, A) = 00x + 2400 + 28002 = NG+ 30 - 5336)
3) VLL’,‘Q,%}X\=Q

2800

= O - Yo A=0 N= __;Lto
SL _ 2000 -Ax =0 £ (3) A8 » 2o
x

€)= 2V - 80X =0  x=z ROO_ o
3L _ 2vo0 -Ary =0 @) 8

3 L) = 1\1°°-80~3°-—0 4= 2490 _ ao

—

oL

— = 2000 - 10N = O D 2

CTY ) () D 28330 4 02 -5335 =0
(N

701 =380 2= 2889_g¢
20

Tevernae v~ G pud esthw: (38 20.55) p=v0

3) Terevot Sua W Que olmadte. @ wowre =5 Wixyn

-2N O ©O 80 © ©
HLC?‘,\S 4‘) = ( © <22 03 \'\LC?—Q,%Q,SS) = o -80 O
© o o A= 4O S oo

D Nqoxy2d Vgtxy ,2) = (ax,24,3°)
Vq(2%,30,5) = (S50, 60,,%0)
Ve (as,830,88). (X,4,+) =0
GO X + 60y + YO2=0 D Ex+b6yx12=0
2 - x~ Gy
3

-~ Sx -6\
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MoK\
(2s,205S) A=NO

N'VA oob Di=-80¢d N[=-80<V R

O= | o= + w00 >0

A=4D Tasams de S233S o S23IU

— T

% Aerminus o du-m -

dsminuyen = bere kuocs , opon =W a-m-

Blx,9,3>=18C 35,30,8S) = aooo-a
= A3} 6000
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